Elementarna matematika 1

Vjezbe 10



Neka je funkcija ¢ : N — N definirana ovako: ¢(n) je jednak
broju elemenata skupa {1,2,..., n} koji su relativno prosti s n.
Funkciju ¢ zovemo Eulerova funkcija.

Propozicija
Vrijede sljedeca svojstva Eulerove funkcije:
(1) Ako su a,b> 1 prirodni brojevi takvi da je M(a, b) =1, onda
je p(ab) = p(@)@(b).
(2) Akoje pprost broji k=1, ondaje ¢(p*) = p*— p*1.



Teorem
Neka je n= p{' p3?--- pi* rastav broja n na proste faktore. Tada
vrijedi

w<m=n(l—g)(l—g>---(1—§)
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Teorem (Eulerov teorem)
Neka je neN, te ae Z takav da je M(a, n) = 1. Tada vrijedi

a™ =1 (mod n).

Teorem (Mali Fermatov teorem)
Neka je pe N prost broj, te a€ Z takav da pf{ a. Tada vrijedi

a’'=1 (mod p).



Zadatak 1. Odredite posljednju znamenku broja

719981997 n 319981997



Zadatak 2. Dokazite da je broj 22225°% + 5555°222 djeljiv sa 7.



Zadatak 3. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 14057 + 15351
brojem 17.



Zadatak 4. Dokazite da 7| 32! + 22+2 74 svaki ne N.



Zadatak 5. Neka su neNiae Z takvi da je M(a,n) = 1.
Pretpostavimo da je d € N najmanji prirodni broj za koji vrijedi

a’=1 (mod n).

DokaZzite: ako je meN takav daje a”™ =1 (mod n), tada d dijeli
m.



Zadatak 6. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 319 + 4105
brojem 13.



Zadatak 7. Neka je p prost broj koji daje ostatak 3 pri dijeljenju
s 4. Dokazite da ne postoji cijeli broj x takav da p|x* +1.



Zadatak 8. DokaZite da postoji beskona¢no mnogo prostih
brojeva oblika 4m+1, meN.



Zadatak 9. Dokazite da za svaki prost broj p vrijedi

(a+b)P=a’+b” (mod p).



Zadatak 10. Neka je 3 potencija broja 3 koja ima m
znamenaka. DokaZite da postoji veéa potencija broja 3 kojoj se
zadnjih m znamenaka poklapa sa znamenkama od 3.



Zadatak 11.
(@) Odredite sve ostatke koje potencije broja 2 mogu davati pri
dijeljenju sa 7.
(b) Dokazite da jednadzba 2"+ 1 = 11m® nema prirodnih
rjeSenja.



Zadatak 12. Odredite zadnje tri znamenke broja 52924,



Zadatak 13. Odredite sve proste brojeve p takve da p|29” + 1.



Zadatak 14. Odredite sve prirodne brojeve n za koje je
7" —2" -9 kvadrat prirodnog broja.



